
فوزي حمزة العددي التحليل

العددي التحليل بعلم التعريف
هي هنا الرئيسة الكلمة المتصلة.1 الرياضيات لمسائل الخوارزميات دراسة هو العددي التحليل
المسائل بعض وراسخة.2 سريعة خوارزميات وتطوير دراسة هو العلم هذا من والهدف (خوارزميات).
المعادلات حل ، اللاخطية)3 و (الخطية الجبرية المعادلات حل العلم: هذا في دراستها يتم التي

الٕخ. الاستمثال5، مسائل ، (الجزئية)4 التفاضلية

الحدودي6 الإستكمال 1
.n الدرجة من للحدوديات7 الاتجاهي الفضاء هو Pn[x] الفقرة، هذه في

الإستكمال مسألة 1.1
حقيقية، اعٔداد f0, . . . , fn و ،R الحقيقية الاعٔداد فئة من مختلفة نقاط x0, . . . , xn كانت اذٕا

بحيث p ∈ Pn[x] حدودية ايٕجاد عملية هي الحدودي الإستكمال مسالٔة
p(xi) = fi ∀i = 0, . . . , n. (1)

لاجرانج صيغة 1.2
(معاملات8 متغير n+1 في خطية معادلة n+1 عن عبارة هي الحدودي الإستكمال مسالٔة انٔ لاحظ
الشكل تاخٔذ الصيغة الحدودي. الإستكمال لمسالٔة صريح9 حل تمثل لاجرانج صيغة .(p الحدودية

التالي:

p(x) =
n∑

k=0

fk

n∏
ℓ=0
ℓ ̸=k

x− xℓ
xk − xℓ

, x ∈ R. (2)
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فعلاً، الإستكمال مسالٔة تحل p انٔ نبرهن لكي مطلوب. هو كما n الدرجة من حدودية p انٔ لاحظ
التالية: بالصورة p نكتب انٔ المفيد من

p(x) =

n∑
k=0

fkLk(x)

حيث
Lk(x) :=

n∏
ℓ=0
ℓ ̸=k

x− xℓ
xk − xℓ

.

p(xj) = fj انٔ مباشرةً نرى اذٕن .j ̸= k لكل Lk(xj) = 0 و Lk(xk) = 1 انٔ التاكٔد السهل من
.j = 0, 1, . . . , n لكل

تتلاشى11 p−q اذٕن الإستكمال. لمسالٔة حلين q ∈ Pn[x] و p ∈ Pn[x] انٔ لنفرض وحدانية10
p− q = 0 انٔ يعني هذا ،n الدرجة من حدودية p− q انٔ بما الاقٔل. على مختلفة نقطة n+1 عند

متطابقتان. q و p انٔ ائ

الحدودي الإستكمال عملية في الخطأ تقدير 1.3
ونستخدم .R الحقيقية الاعٔداد لفئة [a, b] الفترة13 من المتصلة12 الدوال لفضاء C[a, b] الرمز نستخدم
مشتقاتها كل انٔ بحيث مرة، s للإشتقاق القابلة R الٕى [a, b] من الدوال لفضاء Cs[a, b] رمز ايضاً

متصلة.14
النقاط عند f للدالة الإستكمالية الحدودية p ∈ Pn[x] و f ∈ Cn+1[a, b] لتكن - 1.1 نظرية

بحيث ξ ∈ [a, b] وُجد x ∈ [a, b] لكل اذٕن .x0, . . . , xn ∈ (a, b) المختلفة

f(x)− p(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

n∏
i=0

(x− xi). (3)

لكل p(xj) = f(xj) لانٔ x ∈ {x0, . . . , xn} لكل صحيحة (3) المعادلة انٔ اؤلاً نرى برهان.
ولنُعرف: ، x0, . . . , xn عن مختلفة [a, b] في نقطة x انٔ الانٓ لنفرض .j = 0, 1, . . . , n

ϕ(t) = f(t)−
(
p(t) + (f(x)− p(x))

∏n
i=0(t− xi)∏n
i=0(x− xi)

)
.
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لكل ϕ(xj) = 0 انٔ بسهولة نلاحظ ائضاً ثابت). هنا x) t المتغير في دالة ϕ انٔ الٕى نشير
.[a, b] الفترة في مختلفة نقطة n+2 عند تتلاشى ϕ اذٕن .ϕ(x) = 0 عن ,فضلاً j = 0, 1, . . . , n

للدالة جذر هناك ϕ للدالة متتاليين جذرين ائ بين انٔ تفيد رول15 مبرهنة للتفاضل، قابلة ϕ انٔ بما
رول مبرهنة طبقنا اذٕا .[a, b] الفترة في مختلفة نقطة n+1 عند تتلاشى ϕ′ الدالة اذٕن .ϕ′ المشتقة
الٕى نصل حتى جرا وهلم .[a, b] الفترة في مختلفة نقطة n عند تتلاشى ϕ′′ انٔ نرى ϕ′ على مجدداً
انٔ ائ ،(a, b) الفترة في الاقٔل على واحدة نقطة عند تتلاشى ϕ للدالة n+ 1 الرتبة من المشتقة انٔ

اذٕن .ϕ(n+1)(ξ) = 0 بحيث ξ ∈ (a, b) وُجد
0 = ϕ(n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)−

(
p(n+1)(ξ) + (f(x)− p(x))

(n+ 1)!∏n
i=0(x− xi)

)
(4)

p انٔ بما p(n+1) = 0 انٔ لاحظ . dn+1

dtn+1

∏n
i=0(t − xi) = (n + 1)! المعادلة اسٕتخدمنا حيث

الٕى تبسيطها يمكن (4) المعادلة بالتالي .n الدرجة من حدودية

0 = f (n+1)(ξ)− (f(x)− p(x))
(n+ 1)!∏n
i=0(x− xi)

(5)

.(3) المعادلة هي تحديدا وهذه

رنجى16 مثال 1.4
الفترة في التباعد17 المتساوية النقاط عند f(x) = 1/(1 + x2) الدالة قِيَم نستكمل المثال هذا في

:[−5, 5]

xj = −5 + 10j/n (j = 0, 1, . . . , n). (6)
.p المكملة18 والدالة f الاصٔلية الدالة بين f(x)− p(x) الخطأ يظهر التالي الرسم

في الضرب حاصل الٕى راجع (x → ±5 عندما (يعني [−5, 5] الفترة نهايات عند الخطأ نمو
لهذه الحل نمواً! الإستكمال خطأ يزيد النقاط من المزيد اضٔفنا اذٕا .(3) للمعادلة الائمن الطرف
نهايات عند تزداد الكثافة انٔ بحيث نختارها بل التباعد، متساوية ليست نقاط نختر انٔ هو المشكلة

الغرض: هذا يحقق شبيشف19 نقاط بإسم المعروف التالي، الإختيار الفترة.

xj = 5 cos (n− j)π

n
j = 0, 1, . . . , n. (7)

الإستكمال عن الناتج الخطأ من بكثير اصٔغر النقاط بهذه الإستكمال خطأ انٔ لنا يبين التالي الرسم
التباعد. المتساوية النقاط عند
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.n = 14 مع (6) النقاط عند f(x) = 1/(1 + x2) الدالة استكمال عن الناتج الخطأ :1 شكل
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مع (7) شبيشف نقاط عند f(x) = 1/(1 + x2) الدالة استكمال عن الناتج الخطأ :2 شكل
.n = 14

للدالة الدنيا القيمة تحقق شبيشف نقاط انٔ برهنة الممكن من

V ({y0, . . . , yn}) = max
x∈[−5,5]

∣∣∣∣∣
n∏

i=0

(x− yj)

∣∣∣∣∣
.[−5, 5] في y0, . . . , yn مختلفة لنقاط الإختيارات كل بين من
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