
فوزي حمزة العددي التحليل

الغاوسي1 التربيع 5
نحسب انٔ نريد .f ∈ C[a, b] دالة لتكن الاتٓية: هي المحاضرة هذه في سنتناولها التي المسالٔة
الهدف موجبة.2 وزن دالة w حيث ∫ b

a w(x)f(x)dx التكامل اعٔم، بشكل اؤ ∫ b
a f(x)dx التكامل

صورة على محدود بمجموع التكامل تقريب ∫هو b

a
w(x)f(x)dx ≈

ν∑
k=1

bkf(ck). (1)

يتم و العُقد4 تسُمى ck والاعٔداد الاؤزان3 تسُمى bk الاعٔداد . تربيع معادلة تسُمى المعادلة هذه
نرى سوف .m عالية درجة من للحدوديات صحيحة تكون (1) المعادلة بحيث الاعٔداد هذه اختيار

.m = 2ν − 1 هي ممكنة قيمة اعٔلى انٔ
لاحظ .2ν الدرجة من الحدوديات لكل صحيحة (1) المعادلة تكون انٔ يمكن لا انٔه اؤلاً لنثبت

الحدودية انٔ
f(x) =

ν∏
k=1

(x− ck)
2

.∑ν
k=1 bkf(ck) = 0 ولكن ∫ b

a w(x)f(x)dx > 0 وانٔ 2ν الدرجة من
صحيحة تكون (1) المعادلة بحيث ck والعُقد bk الاؤزان اخٕتيار الممكن من انٔه الانٓ لنبرهن
⟨f, g⟩ = الداخلي للجداء المتعامدة الحدوديات p0, p1, . . . لتكن .2ν−1 الدرجة من للحدوديات

.P [x] على ∫ b
a w(x)f(x)g(x)dx

تحديداً تتلاشى n الدرجة من pn المتعامدة الحدودية ،n > 0 طبيعي عدد لكل - 5.1 تمهيدية
.(a, b) الفترة في حقيقية مختلفة نقطة n عند

pn جذور ائضا هي ξ1, . . . , ξm انٔ لاحظ .pn الحدودية اشٕارة تَغَيُّر نقاط ξ1, . . . , ξm لتكن برهان.
في ثابتة pn(x)q(x) الحدودية اشٕارة انٔ لاحظ .q(x) = ∏m

i=1(x− ξi) ائضا لتكن التعدد5. فردية
انٔ على يدل هذا اذٕن التعدد. زوجية جميعها pn(x)q(x) الحدودية جذور لانٔ ذلك ،(a, b) الفترة

|⟨q, pn⟩| =
∣∣∣∣∫ b

a
w(x)q(x)pn(x)dx

∣∣∣∣ = ∫ b

a
w(x)|q(x)pn(x)|dx > 0.
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تكون انٔ الضروري من اذٕن اقٔل، اؤ n − 1 الدرجة من الحدوديات جميع على عمودية pn انٔ بما
,n يتجاوز لا pn الحدودية جذور عدد انٔ بما اخٔرى، ناحية من اكٔثر. اؤ n هي q الحدودية درجة
pn لالحدودية انٔ ائ ،n تساوي q درجة انٔ يعني هذا اذٕن .n يتجاوز لا ائضا q الحدودية درجة

.(a, b) الفترة في مختلف جذر n تحديداً
الاؤزان بإختيار .(a, b) في مختلفة نقاط c1, . . . , cν لتكن (أ) - غاوسي) (تربيع 5.1 نظرية

المعادلة وفق (bk)

bk =

∫ b

a
w(x)

ν∏
j=1
j ̸=k

x− cj
ck − cj

dx, (2)

التربيع معادلة تكون
∫ b

a
w(x)f(x)dx ≈

ν∑
k=1

bkf(ck) (3)

.ν − 1 الدرجة من f حدودية لكل صحيحة
تكون ،pν المتعامدة الحدودية جذور هي (ck) النقاط كانت اذٕا ذلك، الٕى بالإضافة (ب)
التربيع معادلة تسمى الحالة هذه في .2ν − 1 الدرجة من حدودية لكل صحيحة (3) التربيع معادلة

غاوسي. تربيع

وصيغة مختلفة، نقطة ν عند قيَمها بمعرفة تماماً مُعرفّة ν − 1 الدرجة من حدود كثيرة ائ برهان.
انٔ تنص لاجرانج

f(x) =

ν∑
k=1

f(ck)

ν∏
j=1
j ̸=k

x− cj
ck − cj

.

انٔ نرى (2) المعادلة من (bk) الاؤزان بإتخاذ ∫اذٕن b

a
w(x)f(x)dx =

ν∑
k=1

bkf(ck)

مطلوب. هو كما
على المتعامدة pν لالحدودية الجذور هي ck انٔ لنفرض النظرية. من الثاني الجزء الانٓ لنثبت
حدوديات وجود على تنص الإقليدية6 القِسمة 2ν − 1 الدرجة من حدودية f كانت اذٕا .Pν−1[x]
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اذٕن .f = qpν + r بحيث ν − 1 الدرجة من r و q∫ b

a
w(x)f(x)dx =

∫ b

a
w(x)[q(x)pν(x) + r(x)]dx

= ⟨q, pν⟩+
∫ b

a
w(x)r(x)dx =

∫ b

a
w(x)r(x)dx

.⟨q, pν⟩ = 0 انٔ بما
انٔ نرى النظرية، هذه من الاؤل الجزء على وبناء اقٔل، اؤ ν − 1 الدرجة من r انٔ ∫بما b

a
w(x)r(x)dx =

ν∑
k=1

bkr(ck).

لاحظ اخٔيراً
ν∑

k=1

bkr(ck) =

ν∑
k=1

bk[f(ck)− q(ck)pν(ck)] =

ν∑
k=1

bkf(ck),

انٔ اثٔبتنا اذٕن .pν جذور (ck) انٔ ∫بما b

a
w(x)f(x)dx =

ν∑
k=1

bkf(ck)

.2ν − 1 الدرجة من f حدودية لكل
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