
trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219, S. 420{452udk 517.518 o PROBLEME DE bORADLQ MNOGOMERNYH Dm-SPLAJNOW1c
1997 G. a.`. {ADRINpOSTUPILO W I@NE 1997 G.1. wwedenie i postanowka zada~ioDNIM IZ PUTEJ OPREDELENIQ MNOGOMERNYH SPLAJNOW QWLQETSQ WARIACIONNYJ PODHOD, WEDU-]IJ K Dm-SPLAJNAM aTTXI:s = s(f;m;�;
) = arg min f kDmgk2 : g 2 Wm2 (
); gj� = f j�g : (1:1)zDESX 
 � Rn | OGRANI^ENNAQ OBLASTX S GLADKOJ GRANICEJ, � | NEKOTOROE ZAMKNUTOE POD-MNOVESTWO 
, kDlgkp = 8>>>>><>>>>>:8><>:Z
 0@Xj�j=l l!�! jD�gj21Ap=2 dx9>=>;1=p ; 1 � p <1;maxj�j=l kD�gkL1(
); p =1:pRI n = 1 Dm-SPLAJNY QWLQ@TSQ OBY^NYMI KUSO^NO POLINOMIALXNYMI FUNKCIQMI STEPE-NI 2m � 1. pRI n > 1 Dm-SPLAJNY POLIGARMONI^NY W OBLASTI 
 n � S PORQDKOM m, T.E.r2ms � 0, GDE r2 | OPERATOR lAPLASA.Dm-SPLAJNY NASLEDU@T RQD WAVNYH SWOJSTW ODNOMERNYH SPLAJNOW STEPENI 2m�1. w ^AST-NOSTI, OBOZNA^IM ^EREZ h� = supx2
 infy2� jx� yj; h� = infy;z2� jy � zjMAKSIMALXNYJ I MINIMALXNYJ [AG SETKI � = �� . tOGDA USLOWIE f 2 Wm2 (
) OBESPE^IWAETSHODIMOSTX kf � s�(f)kWm2 (
) ! 0 ; h� ! 0WNE ZAWISIMOSTI OT SPOSOBA SGU]ENIQ SETOK �� , W ^ASTNOSTI NEZAWISIMO OT OGRANI^ENNOSTIWELI^INY M� = h�=h� :sHODIMOSTX TAKOGO RODA MY BUDEM NAZYWATX BEZUSLOWNOJ SHODIMOSTX@ SPLAJN-INTERPOLQNTOW.1rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE FONDA gUMBOLXDTA (frg) I rOSSIJSKOGO FONDA FUNDAMEN-TALXNYH ISSLEDOWANIJ (PROEKT 95-01-00949A). 420



o probleme de bora 421w PROSTRANSTWAH sOBOLEWA W lp(
), OTLI^NYH OT Wm2 (
), SHODIMOSTX Dm-SPLAJNOW MOVETBYTX OBESPE^ENA NA KWAZIRAWNOMERNYH SETKAH �� , T.E. PRI USLOWIIM� < M; � 2 N;NO W OTSUTSTWIE KAKIH-LIBO OGRANI^ENIJ PRIMERY RASHODIMOSTI INTERPOLQCIONNOGO PROCESSAW NEKOTORYH W lp(
) UVE SU]ESTWU@T (DETALI SM. NIVE).oPREDELENIE 1. bUDEM GOWORITX, ^TO PRI DANNYH l; p;m; n;
 W PROSTRANSTWE W lp(
) IME-ET MESTO BEZUSLOWNAQ SHODIMOSTX (B. SH.) Dm-SPLAJNOW, I PISATXs�(f)! f BEZUSL. W W lp(
);ESLI DLQ L@BOJ FUNKCII f 2 W lp(
), L@BOJ POSLEDOWATELXNOSTI DISKRETNYH SETOK�� I L@BOGOKOMPAKTA B � 
 IMEET MESTO SHODIMOSTXkf � s�(f)kW lp(B) ! 0 ; h� ! 0:w NASTOQ]EJ RABOTE IZU^AETSQ SLEDU@]AQzADA^A. pRI DANNYH m;n;
 NAJTI NEOBHODIMYE I DOSTATO^NYE USLOWIQ NA l 2 N Ip 2 [1;1], PRI KOTORYH s�(f)! f BEZUSL. W W lp(
);pOSTANOWKA \TOJ ZADA^I PRINADLEVIT `.n. sUBBOTINU. eE PROISHOVDENIE SWQZANO S IZ-WESTNOJ GIPOTEZOJ k.DE bORA [1] DLQ ODNOMERNYH SPLAJNOW: DLQ L@BOJ FUNKCII f 2 Cm[a; b] IL@BOJ DISKRETNOJ SETKI �� � [a; b] WERNA OCENKAks(m)� (f)k1 � cmkf (m)k1S KONSTANTOJ cm, NE ZAWISQ]EJ OT �� .2. korrektnostx zada~i dlq diskretnyh setokdLQ KORREKTNOSTI ZADA^I NEOBHODIMO SLEDU@]EE:(A) SU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX Dm-SPLAJNA s�(f), OPREDELQEMOGO W (1.1) PO ZNA^ENIQMFUNKCII f 2 W lp(
) NA �� ;(B) WKL@^ENIE s�(f) 2 W lp(
; loc).nA[I RASSMOTRENIQ OTNOSQTSQ K SLU^A@ DISKRETNYH SETOK�� = fti�gN�i=1; h� > 0:w \TOM SLU^AE USLOWIQ (A), (B) BUDUT WYPOLNENY PRI SLEDU@]IH DOPU]ENIQH:(a) m > n=2; l > n=p;(b) l� n=p < 2m� n:dEJSTWITELXNO, USLOWIE (a) WLE^ET WLOVENIQWm2 (
)! C(
); W lp(
)! C(
);trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



422 {adrin^TO DAET (A).uSLOWIE VE (b) OBESPE^IWAET WKL@^ENIE G 2 W lp(Rn; loc) DLQ FUNKCIIG(x) = 8><>: jxj2m�n; n = 2n1;jxj2m�n ln jxj; n = 2n1 + 1;QWLQ@]EJSQ FUNDAMENTALXNYM RE[ENIEM POLIGARMONI^ESKOGO URAWNENIQ r2mu = g. |TO RAW-NOSILXNO USLOWI@ (B) W SILU TOGO FAKTA [6], ^TO Dm-SPLAJN NA DISKRETNOJ SETKE � = ftigNi=1MOVET BYTX PREDSTAWLEN KAK s(x) = NXi=1 ciG(x� ti) + F (x)S FUNKCIEJ F (x) = F (x;m;�;
), POLIGARMONI^ESKOJ I, SLEDOWATELXNO, ANALITI^ESKOJ W OB-LASTI 
.kAK LEGKO ZAMETITX, USLOWIQ (a), (b) OB_EDINQ@TSQ W ODNO0 < l � n=p < 2m� n;KOTOROE MY I BUDEM PREDPOLAGATX DALEE WYPOLNENNYM, LI[X INOGDA O NEM NAPOMINAQ.3. istoriq woprosa3.1. oDNOMERNYJ SLU^AJ. pERWYJ PRIMER RASHODIMOSTI INTERPOLQCIONNOGO PROCES-SA PRINADLEVIT s. nORDU [9], a IMENNO PRIMER RASHODIMOSTI KUBI^ESKIH SPLAJNOW (m = 2) WC[a; b].iZ DALXNEJ[IH RABOT OTMETIM DOSTATO^NO OB]IE REZULXTATY [5, 2]. pROSTOJ SPOSOB PO-STROENIQ PODOBNYH PRIMEROW BYL PREDLOVEN W [7]. iME@]IESQ REZULXTATY MOVNO OB_EDINITXW SLEDU@]EE UTWERVDENIE.tEOREMA A1 (NEOBHODIMOE USLOWIE B. SH.). pUSTXs�(f)! f BEZUSL. W W lp[a; b]:tOGDA WYPOLNENO ODNO IZ SLEDU@]IH USLOWIJ:1) l = m; p 2 [1;1]; n = 1;2) l = m+ 1; p = 1; n = 1;3) l = m� 1; p =1; n = 1:gIPOTEZA DEbORA [1, 2] SOSTOIT W UTWERVDENII, ^TO PRI n = 1 USLOWIQ 1){3) TEOREMY A1NEOBHODIMY I DOSTATO^NY DLQ BEZUSLOWNOJ SHODIMOSTI SPLAJNOW W W lp[a; b].~ASTI^NOE PODTWERVDENIE \TOJ GIPOTEZE DAETtrudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 423tEOREMA A2 (DOSTATO^NOE USLOWIE B. SH.). pUSTX WYPOLNENO ODNO IZ USLOWIJ:1a) l = m; p 2 [1;1]; m = 2; 3; n = 1;1b) l = m; p 2 (2� �m; 2 + �0m) m � 4; n = 1;2) l = m+ 1; p = 1; m = 2; n = 1;3) l = m� 1; p =1; m = 2; n = 1:tOGDA s�(f)! f BEZUSL. W W lp[a; b]:dOSTATO^NOSTX USLOWIJ 1a), 2), 3), OTNOSQ]IHSQ K MALYM ZNA^ENIQM m, BYLA POKAZANA W[11, 3, 4]. uSLOWIE 1b), OBESPE^IWA@]EE B. SH. SPLAJNOW W Wmp [a; b] DLQ L@BYH m, ESLI TOLXKO pDOSTATO^NO BLIZKO K 2, ESTX NA[ NE STOLX DAWNIJ REZULXTAT [10].3.2. mNOGOMERNYJ SLU^AJ. dLQ n > 1 WOPROSY APPROKSIMACII FUNKCII f 2 W lp(
)POSREDSTWOM INTERPOLQCIONNYH Dm-SPLAJNOW RASSMATRIWALISX o.w. mATWEEWYM [7,8]. w OT-NO[ENII PROBLEMY DEbORA IM POLU^ENY SLEDU@]IE REZULXTATY.lEMMA B [8]. pUSTX n � 1, m > n=2, In = (�1; 1)n | n-MERNYJ KUB,Amn := n(l; p) : s�(m; f)! f BEZUSL. W W lp(In)o :tOGDA Am1 � Am2 � : : : � Amn � : : :dRUGIMI SLOWAMI, S ROSTOM RAZMERNOSTI MNOVESTWO SOBOLEWSKIH PROSTRANSTW W lp(
), DO-PUSKA@]IH B. SH. Dm-SPLAJNOW, PO MENX[EJ MERE NE RASSMATRIWAETSQ. w ^ASTNOSTI, NEOBHO-DIMYE USLOWIQ, DANNYE W TEOREME A1 DLQ n = 1, AWTOMATI^ESKI PERENOSQTSQ NA PROSTRANSTWARAZMERNOSTI n > 1.o.w.mATWEEW ANONSIROWAL TAKVE REZULXTAT [7], POKAZYWA@]IJ, ^TO NA SAMOM DELE S ROSTOMRAZMERNOSTI n MNOVESTWO PROSTRANSTW W lp(
), DOPUSKA@]IH B. SH. Dm-SPLAJNOW, SUVAETSQ.tEOREMA C1 (NEOBHODIMOE USLOWIE B. SH.). pUSTXs�(f)! f BEZUSL. W W lp(
)tOGDA WYPOLNENO ODNO IZ SLEDU@]IH USLOWIJ:1a) l = m; p 2 [1;1); n = 2;1b) l = m; p 2 h2� [n+12 ]�1; 2 + [n�12 ]�1i ; n � 3;2) l = m+ 1; p = 1; n = 2; 3; 4;3) l = m� 1; p =1; n = 2; 3: (3.1)trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



424 {adrinw TO VE WREMQ HORO[O IZWESTNOE DOSTATO^NOe USLOWIE B. SH. TAKOWO.tEOREMA C2 (DOSTATO^NOE USLOWIE B. SH.).s�(f)! f BEZUSL. W Wm2 (
)oTS@DA WIDNO, ^TO PRI n ! 1 NEOBHODIMYE USLOWIQ (3:1) BEZUSLOWNOJ SHODIMOSTIs�(f;m)! f W W lp(
) ASIMPTOTI^ESKI BLIZKI K DOSTATO^NOMU USLOWI@l = m; p = 2: (3:2)pRI \TOM W OTLI^IE OT ODNOMERNOGO SLU^AQ KAKIE-LIBO DRUGIE DOSTATO^NYE USLOWIQ NEIZWEST-NY.w \TOJ RABOTE MY POKAZYWAEM, ^TO \TOT FAKT NE SLU^AEN I ^TO ZA NEBOLX[IM ISKL@^ENI-EM USLOWIE (3.2) QWLQETSQ EDINSTWENNYM NEOBHODIMYM I DOSTATO^NYM USLOWIEM BEZUSLOWNOJSHODIMOSTI s�(f;m)! f W W lp(
).4. formulirowka rezulxtata4.1. oSNOWNOJ REZULXTAT. nAMI DOKAZANAtEOREMA 1 (NEOBHODIMOE USLOWIE B. SH.). pUSTX l,m, n, p UDOWLETWORQ@T NERAWENSTWAM0 < l � n=p < 2m� n I TAKOWY, ^TOs�(f)! f BEZUSL. W W lp(In)tOGDA LIBO (l; p) = (m; 2); n � 2; (4:1)LIBO WYPOLNENO ODNO IZ SLEDU@]IH USLOWIJ:1a) l = m; p 2 [1; 2); m = 2m1; n = 2;1b) l = m; p 2 [3=2; 2); m = 2m1; n = 3;2a) l = m+ 1; p = 1; n = 2; 3;2b) l = m+ 1; p = 1; m = 2m1 + 1; n = 4;3) l = m� 1; p =1; n = 2; 3: (4:2)sLEDSTWIE. pRI n � 5 SHODIMOSTXs�(f;m)! f BEZUSL. W W lp(In)IMEET MESTO TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA(l; p) = (m; 2):wWIDU NA[IH REZULXTATOW SLEDUET OVIDATX, ^TO NA SAMOM DELE WERNAtrudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 425gIPOTEZA 1. pRI n � 2 SHODIMOSTXs�(f;m)! f BEZUSL. W W lp(In)IMEET MESTO TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA(l; p) = (m; 2):dLQ POLU^ENIQ TAKOGO OKON^ATELXNOGO REZULXTATA NE HWATAET KONTRPRIMEROW LI[X W TREHSLU^AQH DLQ n = 2 (SM. NIVE ZAME^ANIE 4.1).4.2. rEDUKCIQ K MALOJ RAZMERNOSTI n. nAM NUVNO POKAZATX, ^TO ESLI NI ODNO IZUSLOWIJ (4:1); (4:2) NE SOBL@DENO, TO NAJDUTSQ f 2 W lp(In), B 2 In I POSLEDOWATELXNOSTX f��g,DLQ KOTORYH NORMY ks�(f)kW lp(B) BUDUT NEOGRANI^ENNO RASTI.pO TEOREME bANAHA{{TEJNGAUZA I W SILU LEMMY B \TO BUDET PRQMYM SLEDSTWIEM SLEDU@-]EGO REZULXTATA.tEOREMA 10. pUSTX WYPOLNENO ODNO IZ SLEDU@]IH USLOWIJ:1a) l = m; p 2 (2;1]; n = 2;1b) l = m; p 2 [1; 2); m = 2m1 + 1; n = 2;1c) l = m; p 2 [1; 3=2); m = 2m1 + 1; n = 3;1d) l = m; p 2 [1; 2); m = 2m1; n = 4;2a) l = m+ 1; p = 1; m = 2m1; n = 4;2b) l = m+ 1; p = 1; m = 2m1 + 1; n = 5;3) l = m� 1; p =1; n = 4: (4:3)tOGDA DLQ L@BYHM; �; � > 0 NAJDUTSQ FUNKCIQ f 2 W lp(In) I DISKRETNAQ SETKA �� TAKIE,^TO dist (�� ; In) < �; kfkW lp(In) = 1; ks(f;m;��; In)kW lp(�In) > M: (4:4)w SAMOM DELE, PO LEMME B TEOREMA 10 BUDET SPRAWEDLIWA DLQ WSEH n NA^INAQ S UKAZANNYH W(4:3). a IZ NEE PO TEOREME bANAHA{{TEJNGAUZA WYTEKAET SU]ESTWOWANIE FUNKCII g 2 W lp(In)I POSLEDOWATELXNOSTI SETOK �� TAKIH, ^TO PRI ZADANNOM � > 0ks(g;m;��; In)kW lp(�In) !1; h� ! 0:zAME^ANIE 4.1. iZ (4:3) WIDNO, ^TO DLQ DOKAZATELXSTWA GIPOTEZY O EDINSTWENNOSTI DO-STATO^NOGO USLOWIQ B. SH. W W lp(In) (l; p) = (m; 2); n � 2;DOSTATO^NO POSTROITX PRIMERY, ANALOGI^NYE (4:4), LI[X W TREH SLU^AQHi) l = m; p 2 [1; 2); m = 2m1; n = 2;ii) l = m+ 1; p = 1; n = 2;iii) l = m� 1; p =1; n = 2:trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



426 {adrin4.3. pOSTROENIE MATERIALA. wSE DALXNEJ[EE SODERVANIE STATXI SWQZANO S DOKAZATELX-STWOM TEOREMY 10. sLU^AJ l = m;m+ 1 RAZBIRAETSQ W RAZD. 5{16, SLU^AJ l = m� 1 W RAZD. 17.pRI \TOM W RAZD. 5, 6 I W NA^ALE RAZD. 17 MY PROWODIM DALXNEJ[IE UPRO]ENIQ, SWODQ]IETEOREMU 10 K TEOREME 2 (l = m;m+ 1) I TEOREME 3 (l = m� 1).tEOREMA 2 (l = m;m+1) FORMULIRUETSQ W RAZD. 7 I KAVDYJ EE SLU^AJ DOKAZYWAETSQ DALEE WRAZD. 10{16. wWIDU DOSTATO^NOJ SLOVNOSTI KONTRPRIMEROW DLQ l = m;m+1 MY PROWODIM POD-ROBNYE DOKAZATELXSTWA LI[X W SLU^AQH 1a), 1b), KOGDA n = 2. w OSTALXNYH SLU^AQH (n = 3; 4; 5)MY OGRANI^IWAEMSQ FORMULIROWKAMI UTWERVDENIJ I KRATKIMI POQSNENIQMI.tEOREMA 3, KAK I WSE, OTNOSQ]EESQ K SLU^A@ l = m � 1, SODERVITSQ W RAZD. 17. zDESX MYTAKVE OGRANI^ILISX KRATKIM IZLOVENIEM.5. redukciq k interpolqcii na proizwolxnom mnovestwew \TOM RAZDELE MY POKAZYWAEM WOZMOVNOSTX DALXNEJ[EGO UPRO]ENIQ W SLU^AQH 1), 2) TE-OREMY 10, KOGDA l = m;m + 1, A IMENNO ^TO W \TIH SLU^AQH SU]ESTWOWANIE f 2 W lp(In) IDISKRETNOJ SETKI �� SO SWOJSTWAMI (4:4) SLEDUET IZ SU]ESTWOWANIQ f 2 W lp(In) \Wm2 (In) IUVE PROIZWOLXNOGO (NE OBQZATELXNO DISKRETNOGO) MNOVESTWA � S TEMI VE SWOJSTWAMI (4:4).lEMMA 5.1. pUSTX m > n=2, � � In I POSLEDOWATELXNOSTX DISKRETNYH SETOK f�igTAKOWA, ^TO �i � �i+1 � �; dist (�i;�)! 0:pUSTX DALEE DLQ ZADANNOJ f 2 Wm2 (In)si := s(f;m;�i; In); s := s(f;m;�; In):tOGDA ksi � skWm2 (In) ! 0:dOKAZATELXSTWO ANALOGI^NO PRIWEDENNOMU W [7, S. 150].zAME^ANIE 5.1. eSLI WYBRATX W KA^ESTWE � ZAMYKANIE NEKOTOROJ PODOBLASTI In S DO-STATO^NO GLADKOJ GRANICEJ S, TO WWIDU GLADKOSTI s; f 2 Wm2 (In) INTERPOLQCIQ s(f)���� � f ����POWLE^ET INTERPOLQCI@ KRAEWYH ZNA^ENIJ f , T.E.@ks(f)@nkS ���S = @kf@nkS ���S ; k = 0; : : : ; m� 1;GDE nS | WEKTOR NORMALI K S.rASSMOTRIM TEPERX WOPROS OB OCENKE W lp-NORM si(f) ^EREZ W lp-NORMU PREDELXNOGO SPLAJNAs(f;m;�; In).wOOB]E GOWORQ, PRI NEDISKRETNOM �, PRI L@BOJ GLADKOSTI f APRIORI MOVNO UTWERVDATXLI[X, ^TO s(f) 2 Wm2 (In). nO, POSKOLXKU FUNKCIQ s(f) POLIGARMONI^NA I, SLEDOWATELXNO,ANALITI^NA W V = (In n �), IMEET MESTO WKL@^ENIE s(f) 2 W lp(B) DLQ L@BYH l; p I L@BOGOKOMPAKTA B 2 V .sLEDU@]AQ LEMMA POKAZYWAET, ^TO NA L@BOM TAKOM KOMPAKTE W lp-NORMY DISKRETNYHSPLAJNOW si TAKVE SHODQTSQ K kskW lp(B).trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 427lEMMA 5.2. pUSTX m > n=2, f 2 Wm2 (In), �i;� � In,ks � sikWm2 (In) ! 0:tOGDA DLQ L@BOGO KOMPAKTA B TAKOGO, ^TOB � V := In n (f�ig11 [�);DLQ L@BYH l; p IMEET MESTO SHODIMOSTXks� sikW lp(B) ! 0:dOKAZATELXSTWO. dLQ FUNKCIJ g, POLIGARMONI^ESKIH W [ARE B(a; 2�), IZWESTNO NERA-WENSTWO TIPA mARKOWA kgkW lp[B(a;�)] � c(�; l; p)kgkL1[B(a;2�)]: (5.1)dALEE, DLQ L@BOGO MALOGO � > 0 NAJDETSQ POKRYTIE B KONE^NYM ^ISLOM [AROW B(aj ; �) RADI-USA �, SKAVEM ^ISLOM K = K(B; �), TAKOE, ^TOB � [K1 B(aj ; �) � [K1 B(aj ; 2�) � (In n�):pOSKOLXKU Dm-SPLAJNY s; si POLIGARMONI^NY W OBLASTI V , SODERVA]EJ B, TO, POLAGAQfi = s� si I PRIMENQQ (5.1), POLU^IM OTS@DAkfikW lp(B) � KXj=1 kfikW lp[B(aj;�)] � c(�; l; p) KXj=1 kfikL1[B(aj;2�)] � K(B; �)c(�; l; p)kfikL1(In);T.E. ks� sikW lp(B) � c1(B; �; l; p)ks� sikL1(In):nO ks� sikL1(In) � ks� sikWm2 (In) ! 0;I LEMMA DOKAZANA.lEMMY 5.1, 5.2 POZWOLQ@T SWESTI TEOREMU 10 K SPLAJNAM NA PROIZWOLXNYH MNOVESTWAH� 2 In. mY NE BUDEM, ODNAKO, DELATX \TOGO SEJ^AS W OB]EJ SITUACII, A SFORMULIRUEM SO-OTWETSTWU@]EE UTWERVDENIE W RAZD. 7 DLQ SPECIALXNYH f; s(f);�, OPREDELQEMYH W SLEDU@-]EM RAZD. 6. 6. specialxnye |lementy konstrukcijwS@DU DALEE x = (x1; : : : ; xn); r = jxj = qx21 + : : :+ x2n:6.1. wYBOR SETKI �. dLQ PROIZWOLXNYH 0 < h < H < 2n POLOVIMV := VH;h := fx 2 In : h < r < Hg; U := Uh := fx 2 In : 0 � r � hg:trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



428 {adrinw KA^ESTWE MNOVESTWA �, NA KOTOROM ZADAETSQ USLOWIE INTERPOLQCII sj� = f j�, WOZXMEM� := �H;h := In n V:6.2. wYBOR FUNKCII f . dLQ KAVDOGO NABORA (m;n; l; p)FUNKCIQ f BUDET RADIALXNOJ, T.E.f(x) = f(r):6.3. qWNYJ WID Dm-SPLAJNOW. dLQ INTERPOLQCIONNOGO Dm-SPLAJNA s = s(f;m;�H;h;In)IMEEM s(x) 2 Wm2 (In); s(x) � f(x); x 2 �H;h; (6:1)a TAKVE r2ms = 0; x 2 V = (In n�H;h): (6:2)dALEE, POSKOLXKU f TAKVE IZ Wm2 (In), USLOWIQ (6:1) POWLEKUT@ks@rk ���r=H;h = @kf@rk ���r=H;h; k = 0; : : : ; m� 1: (6:3)w SILU SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ ZADA^I dIRIHLE DLQ POLIGARMONI^ESKOGOURAWNENIQ FUNKCIQ �, UDOWLETWORQ@]AQ USLOWIQM (6:2), (6:3), ESTX SUVENIE Dm-SPLAJNA s(f)NA KOLXCO VH;h, T.E. �(f; x) � s(f; x); x 2 VH;h:bUDEM ISKATX �(f; x) TAK VE W WIDE RADIALXNOJ FUNKCII �(r). rADIALXNYMI FUNKCIQMI,m-GARMONI^ESKIMI W Rn n f0g, QWLQ@TSQn = 2; �(r) =Pmj=1 ajr2j�2 +Pmj=1 bjr2j�2 ln r;n = 3; �(r) =Pmj=1 ajr2j�2 +Pmj=1 bjr2j�3;n = 4; �(r) =Pmj=1 ajr2j�2 + b1=r2 +Pmj=2 bjr2j�4 ln r;n = 5; �(r) =Pmj=1 ajr2j�2 +Pmj=1 bjr2j�5: (6:4)pRI \TOM j-E ^LENY KAVDOJ SUMMY POLIGARMONI^NY S TO^NYM PORQDKOM j.kRAEWYE USLOWIQ (6:3) OPREDELQ@T �(r) WIDA (6:4) TAKVE ODNOZNA^NO. tEM SAMYM PRI NA[EMWYBORE � = �H;h I f = f(r)s(f;m;�H;h; In; x) = �(f; r); x 2 VH;h;GDE �(f; r) IMEET WID (6:4) I UDOWLETWORQET KRAEWYM USLOWIQM (6:3).6.4. nERAWENSTWA DLQ W lp-NORM. mY POLAGAEMkgkW lp(In) := kgkLp(In) + kDlgkLp(In);trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 429GDE kDlgkLp(In) = 8>>>>><>>>>>:8><>:ZIn 0@Xj�j=l l!�! jD�g(x)j21Ap=2 dx9>=>;1=p ; 1 � p <1;maxj�j=l kD�gkL1(In); p =1:pRI \TOM, KAK OBY^NO, � = (�1; : : : ; �n) | MULXTIINDEKS,j�j = �1 + : : :+ �n; �! = �1! : : :�n!; D�g(x) = @j�jg(x)@x�11 : : :@x�nn :nAJDEM DLQ \TIH NORM OCENKI SNIZU I SWERHU, UDOBNYE PRI RASSMOTRENII RADIALXNYHFUNKCIJ g(x) = g(r).1. dLQ OCENKI SNIZU WOSPOLXZUEMSQ RAWENSTWOM@lg(r)@rl = Xj�j=l l!�! x�rl D�g(x):pRIMENQQ K PRAWOJ ^ASTI NERAWENSTWO {WARCA, POLU^IM�����@lg(r)@rl �����2 � 0@Xj�j=l l!�! x2�r2l 1A0@Xj�j=l l!�! jD�g(x)j21A = Xj�j=l l!�! jD�g(x)j2;OTKUDA kDlgkLp(V ) � cn8<: HZh ���@lg(r)@rl ���rn�1 dr9=;1=p : (6:5)2. dLQ OCENKI SWERHU WOSPOLXZUEMSQ RAWENSTWOMD�g(x) = lXk=1 Xj�j=k c��x�rk 1rl�k @kg(r)@rk :oTS@DA WYWODIM kDlgkLp(In) � cl;n max1�k�l8<: 2Z0 ��� 1rl�k @kg(r)@rk ���prn�1 dr9=;1=p : (6:6)7. dokazywaemoe utwervdenieiZ REZULXTATOW RAZD. 6, 7 BUDET SLEDOWATX, ^TO DLQ DOKAZATELXSTWA TEOREMY 10 W SLU^AQHl = m;m+ 1 DOSTATO^NO DOKAZATX SLEDU@]EE UTWERVDENIE.trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



430 {adrintEOREMA 2. pUSTX WYPOLNENO ODNO IZ SLEDU@]IH USLOWIJ:1a) l = m; p 2 (2;1]; n = 2;1b) l = m; p 2 [1; 2); m = 2m1 + 1; n = 2;1c) l = m; p 2 [1; 3=2); m = 2m1 + 1; n = 3;1d) l = m; p 2 [1; 2); m = 2m1; n = 4;2a) l = m+ 1; p = 1; m = 2m1 n = 4;2b) l = m+ 1; p = 1; m = 2m1 + 1; n = 5: (7:1)tOGDA DLQ L@BYH M;H > 0 NAJDUTSQ h > 0 I FUNKCIQ f = fH;h TAKIE, ^TO0 < h < H; f 2 W lp(In) \Wm2 (In); kfkW lp(In) = Op(1); (7:2)I DLQ SPLAJNA �(f) TAKOGO, ^TOr2m� = 0; x 2 V ; @k[f � �]@rk ���r=H;h = 0; k = 0; : : : ; m� 1; (7:3)WYPOLNENO k�(f)kW lp(V ) > M: (7:4)dEJSTWITELXNO, DLQ PROIZWOLXNYH �; � > 0, ZADANNYH W TEOREME 10, WOZXMEMH := minf�; �g:tOGDA DLQ NA[EGO SPECIALXNOGO �H;h = In n VH;h PRI PROIZWOLXNOM h < H BUDEM IMETXdist (�H;h; In) = H � h < �; V = VH;h � �In:s WYBRANNYM H I ZADANNYM M PODBEREM h I fH;h TAK, ^TOBY WYPOLNQLISX SOOTNO[ENIQ(7.2){(7.4). pRI \TOM DLQ NEKOTOROGO KOMPAKTA B � V TAKVE BUDET WYPOLNENOk�(f)kW lp(B) > M:eSLI TEPERX WYBRATX POSLEDOWATELXNOSTX DISKRETNYH SETOK �i TAK, ^TOBY�i � �i+1 � �H;h; dist (�i;�H;h)! 0;TO PO LEMMAM 5.1, 5.2 ksi(f)kW lp(B) ! ks(f)kW lp(B) = k�(f)kW lp(B)I, ZNA^IT, DLQ NEKOTOROGO � BUDEM TAKVE IMETXdist(�� ; In) < �; ks�(f)kW lp(�In) > ks�(f)kW lp(B) > M:trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 4318. dwa primera i ob}aq ideqoB]AQ KONSTRUKCIQ f DLQ PROIZWOLXNOGO m OSNOWANA NA SLEDU@]IH PROSTYH NABL@DENIQHDLQ n = 2, m = 1.8.1. pRIMER DLQ p > 2. pUSTX n = 2, m = 1, I PUSTX V := V1;h = fx : h < r < 1g.wOZXMEM GLADKU@ FUNKCI@ f = f(r) TAKU@, ^TOf(r) = 8><>: 0; r = 1;1; r = h;NAPRIMER f(r) = fh(r) = (1� r2)=(1� h2). rE[ENIEM ZADA^Ir2�(x) = 0; x 2 V ; �(r)jr=1;h = fh(r)jr=1;hQWLQETSQ D1-SPLAJN �h(fh; r) = ln r= lnh; h < r < 1:oTS@DA, POLXZUQSX RAWENSTWOM ( @g@x1 )2 + ( @g@x2 )2 = (@g@r )2, POLU^AEMkD1�hkL2(V ) = 1pj lnhj ! 0; h! 0;W TO WREMQ KAK DLQ p > 2 kD1�hkLp(V ) = Op(1)h1�2=pj lnhj ! 1; h! 0:tAKIM OBRAZOM, DAVE DLQ BESKONE^NO GLADKIH f = fh S kfhkW 11(I2) < ck�h(fh)kW 1p (V1;h) !1; h! 0; p > 2:8.2. pRIMER DLQ p < 2. pUSTX SNOWA n = 2, m = 1, V = fx : h < r < 1g. wOZXMEMf(r) = ln2 r:tOGDA DLQ L@BOGO � > 0 f 2 W 12��(I2); kfkW 12��(I2) < K� <1:rE[ENIEM ZADA^I r2� = 0; x 2 V ; �(r)jr=H;h = f(r)jH;hQWLQETSQ D1-SPLAJN �h(f; r) = ln r � lnh; h < r < 1:trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



432 {adrinpOSKOLXKU DLQ MALYH h < h0 WYPOLNENO k ln rkL1(Vh) > C0, PONQTNO, ^TO NE TOLXKO DLQ W 1p -NORMY, NO DAVE I DLQ L1-NORMY POLU^IMk�hkL1(V1;h) = O(j lnhj)!1; h! 0:8.3. iDEQ OB]EJ KONSTRUKCII. 1. dLQ n = 2, m = 2m1+1, p > 2 MY POSTROIM GLADKU@FUNKCI@ f 2 Wm1(I2) WIDA f(r) = r2m + : : : ;DLQ KOTOROJ NA KOLXCE V = VH;h�(f; r) = cm(H)r2m1 ln r= lnh+ : : : ;TAK ^TO PRI p > 2 POLU^IMkD2m1+1�kLp(V ) � cmk1=(r lnh)kLp(V ) !1 ; h! 0;TO^NO TAK VE, KAK W PRIMERE 8.1.2. dLQ n = 2, m = 2m1 + 1, p < 2 MY POSTROIM FUNKCI@ f 2 Wmp (I2) WIDAf(r) = r2m1 ln2 r + : : : ;DLQ KOTOROJ NA KOLXCE VH;h �(f; r) = cm(H)r2m1 ln r � lnh + : : : ;TAK ^TO k�kL1(V ) !1 ; h! 0;KAK I W PRIMERE 8.2.3. sAMA KONSTRUKCIQ DOSTATO^NO GROMOZDKA. oNA MOGLA BY BYTX PRO]E PRI NALI^II PRO-STOJ FORMULY DWUHTO^E^NOJ INTERPOLQCII |RMITA DLQ SISTEMYfr2j ; r2j ln rgm�1j=0(TAKOJ, NAPRIMER, KAK FORMULA DLQ POLINOMIALXNOJ INTERPOLQCII |RMITA). tOGDA MOVNOBYLO BY SRAZU WYPISATX QWNYJ WID \RMITOWA Dm-INTERPOLQNTA �(f), SKAVEM, DLQf(r) = r2m; p > 2; f(r) = rm�1 ln2 r; p < 2:nO TAKIH FORMUL NAM NAJTI NE UDALOSX.4. pO\TOMU SNA^ALA MY STROIM NEKOTORU@ FUNKCI@ F TAKU@, ^TO@kF (r)@rk ���r=H;h = 0; k = 0; : : : ; m� 1;I ZATEM RAZLAGAEM EE NA DWE ^ASTI F = f � �(f);OTNOSQ K �(f) POLIGARMONI^ESKIE SLAGAEMYE F PORQDKA NE WY[E m, NE OBQZATELXNO WSE IZTAKOWYH. tEM SAMYM KRAEWYE USLOWIQ I POLIGARMONI^NOSTX �(f) WYPOLNENY AWTOMATI^ESKII OSTAETSQ OCENITX SOOTWETSTWU@]IE NORMY f I �(f).trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 4339. funkcii �m(r; h)gLAWNYM \LEMENTOM OB]EJ KONSTRUKCII DLQ n = 2 QWLQETSQ RADIALXNAQ FUNKCIQ �m,POLIGARMONI^ESKAQ W R2 n f0g, OPREDELQEMAQ SLEDU@]IM OBRAZOM.pOLOVIM �1(r; h) := ln r � ln hI DLQ NE^ETNYH m = 2m1 + 1 = 3; 5; : : : OPREDELIM�m(r; h) := rZh 1u uZh t � �m�2(t; h) dt du:lEMMA 9.1. fUNKCIQ �m UDOWLETWORQET USLOWIQM@k�m(r; h)@rk ���r=h = 0; k = 0; : : : ; m� 1; (9.1)I IMEET WID �m(r; h) = pm�1(r; h)(lnr � ln h) + qm�1(r; h); (9.2)GDE pm�1(r; h) = m�1X2i=0 a2i;mhm�1�2ir2i; ja2i;mj < cm; (9.3)qm�1(r; h) = m�1X2i=0 b2i;mhm�1�2ir2i; jb2i;mj < cm:dOKAZATELXSTWO. (9.1) WERNO PO POSTROENI@. fORMULU (9.2){(9.3) DOKAVEM PO INDUK-CII.dLQ m = 1 ONI WERNY PO OPREDELENI@ �1. pUSTX ONI WERNY DLQ NEKOTOROGO NE^ETNOGO m,T.E. �m(r; h) = m�1X2i=0 a2ihm�1�2ir2i(ln r � ln h) + b2ihm�1�2ir2i:pOSMOTRIM, ^TO PROIZOJDET S (2i)-MI ^LENAMI SUMMY PRI PREOBRAZOWANII�m+2(r; h) := rZh 1u uZh t � �m(t; h)dtdu:1. dLQ r2i(ln r � ln h) IMEEM (S c := 1=(2i+ 2))s2i(r; h) := rZh 1u uZh t2i+1(ln t � ln h) dt du = rZh 1u hcu2i+2(lnu� lnh)� c2(u2i+2 � h2i+2)i du == c2r2i+2(ln r � lnh)� 2c3(r2i+2 � h2i+2) + c2h2i+2(ln r� lnh) == c2(r2i+2 + h2i+2)(ln r � lnh)� 2c3(r2i+2 � h2i+2);28 trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



434 {adrinT.E.hm�1�2is2i(r; h) = c2(hm+1�2(i+1)r2(i+1) + hm+1(ln r� lnh)� 2c3(hm+1�2(i+1)r2(i+1) � hm+1):sLEDOWATELXNO, rZh 1u uZh tpm�1(t; h) dt du = pm+1;1(r; h)(lnr � lnh) + qm+1;1(r; h):2. dLQ r2i (S TEM VE c = 1=(2i+ 2)),rZh 1u uZh t2i+1dt du = rZh 1u �cu2i+2 � ch2i+2� du = c2(r2i+2 � h2i+2)� ch2i+2(ln r � ln h);OTKUDA rZh 1u uZh tqm�1(t; h) dt du= pm+1;2(r; h)(lnr � ln h) + qm+1;2(r; h):lEMMA DOKAZANA. 10. slu~aj 1a) teoremy 2: l = m, p 2 (2;1], n = 2mY RASSMOTRIM SPERWA SLU^AJ NE^ETNOGO m = 2m1 + 1, IZ KOTOROGO POLU^IM ZATEM KON-STRUKCI@ DLQ ^ETNOGO m = 2m1 W KA^ESTWE PROSTOGO SLEDSTWIQ.10.1. sLU^AJ m = 2m1 + 1. pOLOVIMF (r) := 1ln h(r2 �H2)m�m(r; h); (10:1)TAK ^TO @kF (r)@rk ���r=h;H = 0; k = 0; 1; : : : ; m� 1:pREDLOVENIE 1a. fUNKCIQ F DOPUSKAET RAZLOVENIEF (r) = f(r)� �(f; r);GDE r2m� = r2(m1+1)� = 0; x 2 V ; @k[f � �]@rk ���r=h;H = 0; 0 � k � m� 1: (10:2)pRI \TOM f(r) = cm(r2 �H2)mrm�1 + 1lnhf2(r); (10.3)�(f; r) = ln rlnh m�1X2j=0 a2j(H; h)hm�1�2jr2j ; ja0(H; h)j = c0m(H);trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 435I WYPOLNENY OCENKI kfkWm1(I2) < cm; (10.4)k�(f)kWmp (V ) > cm(H)h1�2=pj lnhj ! 1 ; h! 0; p > 2:dOKAZATELXSTWO. 1. kRAEWYE USLOWIQ W (10.2) WYPOLNENY PO OPREDELENI@. pOLIGARMO-NI^NOSTX SPLAJNA �, PRI^EM S PORQDKOM� = (m� 1)=2 + 1 :=m1 + 1 < m;SLEDUET IZ EGO PREDSTAWLENIQ (10.3).2. uSTANOWIM (10.3). w SILU (9.2), (9.3)�m(r; h) = pm�1(r; h)(lnr � ln h) + qm�1(r; h) == �pm�1(r; h) lnh+ qm�1(r; h) + pm�1(r; h) lnr == cmrm�1 lnh+ hh2 lnhpm�3(r; h) + qm�1(r; h)i+ pm�1(r; h) lnr :==: cmrm�1 ln h+ S(r; h)+ pm�1(r; h) lnr :pOLOVIM TAKVE P (r;H) = (r2 �H2)m:tOGDA POLU^IMF (r) := 1ln hP (r;H)�m(r) = hcmP (r;H)rm�1i+ 1lnhP (r;H)S(r; h)+ P (r;H)pm�1(r; h) lnrlnh =:=: f1(r) + 1ln hf21(r) +Q(r) ln rlnh:dALEE, Q(r) := P (r;H)pm�1(r; h) := (r2 �H2)mpm�1(r; h)QWLQETSQ ^ETNYM MNOGO^LENOM OT r STEPENI 2m+ (m� 1), I MY RAZLOVIM EGO KAKQ(r) = rm+1T (r;H; h)� qm�1(r;H; h);GDE T (r;H; h) = m�1X2j=0 d2j(H; h)r2j; jd2j(H; h)j < c0m(H);qm�1(r;H; h) = m�1X2j=0 a2j(H; h)hm�1�2jr2j ; ja0(H; h)j = cm(H):oTS@DA Q(r) ln rlnh = 1lnhT (r;H; h)rm+1 ln r � qm�1(r;H; h) lnrlnh =: 1ln hf22(r)� �(f; r):trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219 28*



436 {adrinoKON^ATELXNO, SOBIRAQ WMESTE WSE RAWENSTWA I POLAGAQ f2 := f21 + f22, NAHODIMF (r) = f1(r) + 1ln hf2(r)� �(f; r);GDE f1(r) = cm(r2 �H2)mrm�1;f2(r) = P (r;H)S(r; h)+ T (r;H; h)rm+1 ln r;�(f; r) = ln rln h qm�1(r;H; h):sOOTNO[ENIQ (10.3) DOKAZANY.3. pEREHODIM K OCENKAM (10.4). pOLOVIMk � km;p := k � kWmp (I2):o^EWIDNO, kf1km;1 < cm:dALEE, POSKOLXKU P (r;H), S(r; h), T (r;H; h) | MNOGO^LENY OT r2 S OGRANI^ENNYMI (NEKOTO-RYM cm) KO\FFICIENTAMI I DLQ gm(r) := rm+1 ln r TAKVE BUDET kgmkm;1 < cm, WYWODIMkf2km;1 � kPkm;1 � kSkm;1 + kTkm;1 � kgmkm;1 < cm:tAKIM OBRAZOM, kfkm;1 � kf1km;1 + 1j lnhjkf2km;1 < cmI PERWAQ OCENKA W (10.4) DOKAZANA.dLQ OCENKI k�(f)kWmp (V ) SNIZU WOSPOLXZUEMSQ NERAWENSTWOM (6:5)kgkpWmp (V ) � kDmgkpLp(V ) � cp HZh ���@mg(r)@rm ���pr dr:iZ PREDSTAWLENIQ�(f; r) = ln rlnh m�1X2j=0am�1�2j(H; h)h2jrm�1�2j ; ja0(H; h)j = cm(H);NAHODIM @m�(r)@rm = 1lnh m�1X2j=0 b2j(H; h)h2jr�1�2j ; jbm�1(H; h)j = cm(H);oTS@DA S ZAMENOJ t = r=h I PRI H=h > 2 POLU^IMHZh ������m�1X2j=0 b2jh2jr�2j�1������p r dr = h2�p H=hZ1 ������m�1X2j=0 b2jt�2j�1������p t dt > h2�pjbm�1(H; h)j�m;trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 437GDE �m := infc2j2R2Z1 jt�m + m�3X2j=0 c2jt�2j�1jpt dt:oKON^ATELXNO k�(f)kWmp (V ) > cm(H)h1�2=pj lnhj ! 1; h! 0; p > 2:pREDLOVENIE 1a DOKAZANO.10.2. sLU^AJ m = 2m1. pROSTYM SLEDSTWIEM PREDLOVENIQ 1a QWLQETSQpREDLOVENIE 1a0. dLQ ^ETNOGO m = 2m1 I L@BYH 0 < h < H SU]ESTWUET g = g(x)TAKAQ, ^TO kgkW 2m11 (I2) < cm; (10:5)W TO WREMQ KAK DLQ SPLAJNA �(g) TAKOGO, ^TOr2(2m1)� = 0; x 2 V ; @k[g � �(g)]@rk ���r=h;H = 0; 0 � k � 2m1 � 1; (10:6)WYPOLNENO kD2m1�(g)kLp(V ) = cm(H)h1�2=pj lnhj ! 1; h! 0; p > 2: (10:7)dOKAZATELXSTWO. wOZXMEM FUNKCII f I �(f) IZ PREDLOVENIQ 1a, T.E. TAKIE, ^TOr2(m1+1)�(f) = 0; x 2 V ; @k[f � �(f)]@rk ���r=h;H = 0; 0 � k � 2m1;I WYPOLNENY OCENKI kfkW 2m1+11 (I2) < cm;kD2m1+1�(f)kLp(V ) > cm(H)h1�2=pj lnhj ! 1; h! 0; p > 2:pOSKOLXKU (Dmf)2 :=Pj�j=m c�(D�f)2, DLQ KAVDOGO h NAJDETSQ � = �h, j�j = 2m1 + 1, TAKOE,^TO 




@2m1+1�(f)@x� 




Lp(V ) > cm(H)h1�2=pj lnhj ! 1; h! 0; p > 2;pUSTX j | NOMER L@BOJ NENULEWOJ KOMPONENTY � = (�1; : : : ; �n). pOLOVIMg(x) := @f(x)@xj ; �(g; x) := @�(f; x)@xj :tOGDA, O^EWIDNO, WYPOLNENY OCENKI (10.6), (10.7), a TAKVE KRAEWYE USLOWIQ W (10.5). ~TO KA-SAETSQ PORQDKA POLIGARMONI^NOSTI �(g) = @�(f)=@xj, TO, POSKOLXKU OPERACIQ DIFFERENCIRO-WANIQ SOHRANQET \TOT PORQDOK, IMEEMr2��(g) = 0; � = m1 + 1 � 2m1 = m:pREDLOVENIE 1a0, A S NIM I SLU^AJ 1a) TEOREMY 2 DOKAZANY.trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



438 {adrin11. slu~aj 1b) teoremy 2: l = m, p 2 [1; 2),m = 2m1 + 1, n = 2dLQ \TOGO, KAK I DLQ KAVDOGO POSLEDU@]EGO NOWOGO SLU^AQ TEOREMY 2, MY ISPOLXZUEM RQDPREVNIH OBOZNA^ENIJ F , f ,f1 , f2 I T.P. DLQ FUNKCIJ, OTLI^A@]IHSQ OT SLU^AQ K SLU^A@.mY POSTROIM FUNKCI@ f , UDOWLETWORQ@]U@ TEOREME 2 PRI USLOWII 1b), W WIDEf(r) = 8><>: f1(r); x 2 I2h ;f2(r); x 2 Uh; Uh = fx : 0 � r � hg; I2h = (I2 n Uh);GDE @kf1(r)@rk ���r=h = @kf2(r)@rk ���r=h; k = 0; : : : ; m� 1;T.E. f BUDET SKLEENA IZ DWUH KUSKOW. qSNO, ^TO TOGDA�(f; r) � �(f1; r);I MY BUDEM RASSMATRIWATX IMENNO �(f1). oCENKAkfkWmp (I2) = Op(1)WWIDU GLADKOJ SKLEJKI BUDET SLEDOWATX IZ (RAWNOMERNYH PO h) OCENOKkf1kWmp (I2h) = Op(1); kf2kWmp (I2h) = Op(1):nEOBHODIMOSTX TAKIH RASSMOTRENIJ SWQZANA S NA[IM METODOM POSTROENIQ f1 I �(f1), W KOTOROMFUNKCII f1, HOTQ I OGRANI^ENY W Wmp (I2h) RAWNOMERNO PO h > 0, NE PRINADLEVAT Wmp (I2) IZ-ZAOSOBENNOSTEJ W NULE.w \TOM RAZDELE MY POSTROIM f1 I �(f1).dLQ p < 2, l = m = 2m1 + 1, n = 2 POLOVIMF (r) := �m(r;H) � �m(r; h); (11:1)TAK ^TO @kF (r)@rk ���r=h;H = 0; k = 0; 1; : : : ; m� 1:pREDLOVENIE 1b. fUNKCIQ F DOPUSKAET RAZLOVENIEF (r) = f1(r)� �(f1; r);GDE r2m� = 0; x 2 V ; @k[f1 � �]@rk ���r=h;H = 0; 0 � k � m � 1: (11:2)pRI \TOM f1(r) = pm�1(r;H) pm�1(r; h) ln2 r;pm�1(r; t) = m�1P2j=0a2jtm�1�2jr2j ; ja2jj < cm;�(f1; r) = Om(1)r2m�2 ln r � lnh + ln rPm�2(r2) +Qm�1(r2);Pm�2 2 �m�2; Qm�1 2 �m�1; (11:3)trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 439I WYPOLNENY OCENKI kf1kWmp (I2h) = Op(1); 1 � p < 2;k�(f1)kL1(V ) = OH(j lnhj)!1; h! 0: (11:4)dOKAZATELXSTWO. 1. kRAEWYE USLOWIQ W (11.2) WYPOLNENY PO OPREDELENI@ (11.1). pO-LIGARMONI^NOSTX SPLAJNA �(f1) S PORQDKOM m SLEDUET IZ EGO PREDSTAWLENIQ W (11.3).2. uSTANOWIM (11.3). pO LEMME 9.1�m(r; t) = pm�1(r; t) lnr� pm�1(r; t) ln t + qm�1(r; t);OTKUDA F (r) := �m(r; h)�m(r;H) == [pm�1(r; h) lnr� pm�1(r; h) lnh+ qm�1(r; h)]�� [pm�1(r;H) lnr � pm�1(r;H) lnH + qm�1(r;H)] =:=: f1(r)� �(f1; r): (11.5)mY ZDESX POLOVILI f1(r) := pm�1(r; h)pm�1(r;H) ln2 r;A K �(f1; r) OTNESLI WSE OSTALXNYE SLAGAEMYE, POLU^A@]IESQ PRI RASKRYTII SKOBOK W (11:5).pOSKOLXKU pm�1; qm�1 QWLQ@TSQ ^ETNYMI MNOGO^LENAMI STEPENI m� 1 = 2m1 WIDApm�1(r; t) = c2m1r2m1 + 2m1�2X2j=0 c2j(t)r2j; qm�1(r; t) = dm�1r2m1 + 2m1�2X2j=0 d2j(t)r2j;TO IZ (11:5) POLU^IM �(f1; r) = 2m�2X2j=0 �a2j(H; h)r2j ln r + b2j(H; h)r2j� ; (11:6)PRI^EM KO\FFICIENT a2m�2 PRI r2m�2 ln r RAWENa2m�2 = �c22m1(lnH + lnh) + 2c2m1d2m1 = Om(1) lnh:sOOTNO[ENIQ (11.3) DOKAZANY.3. oCENIM SOOTWETSTWU@]IE NORMY f1 I �(f1).dLQ f1 IMEEM f1(r) := pm�1(r;H)pm�1(r; h) ln2 r;I, POSKOLXKU kpm�1(�; H)km;1 < cm, NAM DOSTATO^NO OCENITX Wmp (I2h)-NORMU OTpm�1(r; h) ln2 r = m�1X2j=0a2jhm�1�2jr2j ln2 r:trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



440 {adrinoCENIM Wmp (I2h)-NORMU KAVDOGO SLAGAEMOGO SUMMY PRI POMO]I NERAWENSTWA (6.6):kDmgkpLp(I2h) � cpm max1�k�m 2Zh ��� 1rm�k @kg(r)@rk ���pr dr:iMEEM (PRI p < 2 I 0 � 2j � m� 1)h(m�1�2j)pkDmr2j ln2 rkpp � c1(m; p)h(m�1�2j)p 2Zh r(2j�m)p+1j ln2p rj dr �� c2(m; p)h(m�1�2j)p+ c3(m; p)h�p+2j ln5 hj � c4(m; p):tAKIM OBRAZOM, kDmf1kLp(I2h) � cm;pI, TAK KAK O^EWIDNO, ^TO kf1kLp(I2h) < c0m;p, OCENKA (11.4) DLQ f1 USTANOWLENA.oCENIM TEPERX L1-NORMU �. dLQ \TOGO WWEDEM WELI^INU�m(H) := infPm�2;Qm�1 HZH=2 ��� r2m�2 ln r + Pm�2(r2) ln r +Qm�1(r2)���r dr:pONQTNO, ^TO �m(H) > 0;I DEJSTWITELXNO ZAWISIT TOLXKO OT m I H . mY NE BUDEM WYQSNQTX TO^NYJ PORQDOK \TOJWELI^INY.tEPERX, POSKOLXKU�(f1; r) = 2m�2X2j=0 �a2jr2j ln r + b2jr2j� ; a2m�2 = Om(1) lnh;IMEEMk�(f1)kL1(V ) = c HZh j�(g1; r)jrdr > c HZH=2 j�(g1; r)jrdr > ca2m�2�m(H) > Om(1)�m(H)j lnhj;T.E. k�(f1)kL1(V ) = Om;H(j lnhj)!1; h! 0:pREDLOVENIE 1b DOKAZANO.trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 44112. prodolvenie slu~aq 1b) teoremy 2: sglaviwanie f1fUNKCII f1(r) := f1(r;H; h), POSTROENNYE W PREDYDU]EM RAZDELE, IME@T OGRANI^ENNU@Wmp -NORMU W I2h , T.E. WNE KRUGA Uh = fx : r � hg, PRI^EM RAWNOMERNO PO h > 0, NO IME@TOSOBENNOSTX W NULE. w \TOM RAZDELE MY POKAZYWAEM WOZMOVNOSTX GLADKOGO PRODOLVENIQ f1WNUTRX KRUGA Uh.lEMMA 12.1. pRI L@BOM h > 0 SU]ESTWUET f2 TAKAQ, ^TO@kf2(r)@rk ���r=h = @kf1(r)@rk ���r=h; k = 0; 1; : : : ; m� 1;kf2kWmp (Uh) = Op(1); 1 � p < 2:dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKUf1(r) := pm�1(r;H)[pm�1(r; h) ln2 r] := f11(r)f12(r);GDE kf11kWm1(I2) := kpm�1(�; H)kWm1(I2) < cm;NAM DOSTATO^NO SGLADITX WTOROJ SOMNOVITELXf12(r) := pm�1(r; h) ln2 r = ln2 r m�1X2j=0 a2jhm�1�2jr2j == hm�1 ln2 r m�1X2j=0 a2jh�2jr2j =: hm�1J(r): (12.1)pOSTROIM MNOGO^LEN s(r) = s(r; h) TAKOJ, ^TOs(r; h)���r=h = hm�1; @ks(r; h)@rk ���r=h = 0; k = 1; : : : ; m� 1: (12:2)eGO MOVNO OPREDELITX KAK s(r; h) := cm(h) rZ0 tm�2(t� h)m�1du;GDE cm(h) WYBRANA TAK, ^TOBY PRI r = h WYPOLNQLOSX s(r; h) = hm�1, TOGDA (12.2), O^EWIDNO,WYPOLNENO. nETRUDNO POKAZATX, ^TO OPREDELENNYJ TAK s(r; h) IMEET WIDs(r; h) = rm�1 m�1Xi=0 bih�iri:tEPERX MY SGLADIM f12(r) W (12:1) SLEDU@]IM OBRAZOM:f12(r) = hm�1J(r)! s(r; h)J(r) = rm�1 ln2 r 2m�2Xi=0 dih�iri =: f22(r) :trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



442 {adrinpO PRAWILU lEJBNICA W SILU (12.2) SRAZU POLU^AEM@kf22(r)@rk ���r=h = @kf12(r)@rk ���r=h; k = 0; 1; : : : ; m� 1:oSTAETSQ POKAZATX, ^TO Wmp (Uh)-NORMY FUNKCIIf22(r; h) = 2m�2Xi=0 di(rm�1 ln2 r)(r=h)iOGRANI^ENY RAWNOMERNO PO h > 0.dLQ KAVDOGO SLAGAEMOGO SUMMY IMEEMjrm�1 ln2 rj < cm; j(r=h)ij < 1; r < h;T.E. f22 2 L1(U).dLQ OCENKI Lp-NORMY m-H PROIZWODNYH WOSPOLXZUEMSQ PRAWILOM lEJBNICA I SOOTNO[E-NIQMI kDm�k(r=h)ikL1(U) � cmh�(m�k);kDkrm�1 ln2 rkLp(U) � cmhm�1�k+2=p ln2 h;^TO DAST kDmf22kLp(Uh) � cmh�1+2=p ln2 h! 0; h! 0; p < 2:lEMMA 12.1 DOKAZANA.tAKIM OBRAZOM MY POSTROILI FUNKCI@ f 2 Wmp (I2), UDOWLETWORQ@]U@ WSEM TREBOWANIQM(7.2){(7.4) TEOREMY 2 W SLU^AE 1b), NO NAM NUVNO E]E, ^TOBY f BYLA TAKVE IZ Wm2 (I2). nOO^EWIDNO, ^TO MY MOVEM DALEE SGLADITX f W MALOJ OKRESTNOSTI NULQ U� DO ~f 2 Wm2 (I2) TAK,^TOBY DLQ L@BOGO � > 0i) ~f(x) = f(x); x 2 I2 n U�; ii) k ~f � fkWmp (I2)k < �:tOGDA DLQ � < h FUNKCIQ ~f BUDET UDOWLETWORQTX WSEM TREBOWANIQM TEOREMY 2 DLQ SLU^AQ 1b).dEJSTWITELXNO, USLOWIE i) POWLE^ET RAWENSTWO �( ~f) = �(f) I, ZNA^IT, WSE SWOJSTWA SPLAJNAOSTANUTSQ NEIZMENNYMI. a W SILU ii) NORMA ~f BUDET TAKVE OGRANI^ENA.tEOREMA 2 DLQ SLU^AQ 1b) DOKAZANA.13. slu~aj 1d) teoremy 2: l = m, p 2 [1; 2),m = 2m1, n = 4w \TOM SLU^AE KONSTRUKCIQ f QWLQETSQ NEZNA^ITELXNOJ MODIFIKACIEJ SLU^AQ 1b). mY PO-KAVEM, ^TO DLQ FUNKCIIf1(r) := r2m1�2 ln2 r + : : : ; f 2 W 2m12�� (I4) 8� > 0;SPLAJN |RMITA �(f1) NA KOLXCE V BUDET IMETX WID�(f1; r) = r2m1�2 ln r � ln h+ : : : ;trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 443OTKUDA POSLEDUET NEOGRANI^ENNOSTX k�(f1)kL1(V ) PRI h! 0.sGLAVIWANIE f1 W OKRESTNOSTI NULQ OSU]ESTWLQETSQ, KAK W RAZD. 11.13.1. wSPOMOGATELXNYE LEMMY. pOLOVIM 2(r;H) := 2H2(ln r� lnH)� (r2 �H2);TAK ^TO @k 2(r)@rk ���r=H = 0; k = 0; 1;I DLQ ^ETNYH m = 2m1 = 4; 6; : : : OPREDELIM m(r;H) := rZH 1u uZH t �  m�2(t; H) dt du:lEMMA 13.1. fUNKCIQ  m UDOWLETWORQET SOOTNO[ENIQM@k m(r;H)@rk ���r=H = 0; k = 0; : : : ; m� 1; (13:1)I IMEET WID  m(r;H) = H2pm�2(r;H)(lnr � lnH) + qm(r;H); (13:2)GDE pm�2(r;H) = m�2P2i=0 a2i;mHm�2ir2i; ja2i;mj � cm;qm(r;H) = mP2i=0 b2i;mHm�2�2ir2i; jb2i;mj � cm: (13:3)dOKAZATELXSTWO ANALOGI^NO DOKAZATELXSTWU LEMMY 9.1 DLQ �m.dALEE, DLQ FUNKCII �l(r; h), OPREDELENNOJ W (9.1){(9.3), DLQ NE^ETNYH l = 2l1 + 1 POLOVIM�m(r; h) := �2m1(r; h) := 1r @�2m1+1(r; h)@r :lEMMA 13.2. fUNKCIQ �m UDOWLETWORQET SOOTNO[ENIQM@k�m(r; h)@rk ���r=h = 0; k = 0; : : : ; m� 1; (13:4)I IMEET WID �m(r; h) = sm�2(r; h)(lnr � lnh) + tm�2(r; h) + bmhmr�2; (13:5)GDE sm�2(r; h) = m�2P2i=0 c2i;mhm�2�2ir2i; jc2i;mj � cm;tm�2(r; h) = m�2P2i=0 d2i;mhm�2�2ir2i; jd2i;mj � cm: (13:6)dOKAZATELXSTWO. |TA LEMMA ESTX PRQMOE SLEDSTWIE LEMMY 9.1 DLQ �2m1+1 .trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



444 {adrin13.2. pOSTROENIE f1. pOLOVIM TEPERXF (r) :=  m(r;H)�m(r; h);TAK ^TO @kF (r)@rk ���r=H;h = 0; k = 0; : : : ; m� 1: (13:7)pREDLOVENIE 1d. fUNKCIQ F DOPUSKAET RAZLOVENIEF (r) = f1(r)� �(f1; r);GDE r2m� = 0; x 2 V ; @k[f1 � �]@rk ���r=h;H = 0; 0 � k � m � 1: (13:8)pRI \TOMf1(r) = H2pm�2(r;H) sm�2(r; h) ln2 r + cmHmhmr�2 ln r + c0mr2m�2 ln r;�(f1; r) = Om(1)r2m�4 ln r lnh + c(H; h)r�2+ Pm�3(r2) lnr + Qm�1(r2); (13:9)I WYPOLNENY OCENKI kf1kWmp (I4h) = Op(1); p 2 [1; 2);k�(f1)kL1(Vh) = OH(j lnhj)!1; h! 0: (13:10)dOKAZATELXSTWO ANALOGI^NO DOKAZATELXSTWU PREDLOVENIQ 1b IZ RAZD. 11. pOLXZUQSXFORMULAMI (13.2), (13.5) DLQ  m I �m SOOTWETSTWENNO, MY RASKRYWAEM PROIZWEDENIE W FORMULEF (r) := f1(r)� �(f1; r) :=  m(r)�m(r)I OTNOSIM K �(f1) WSE m-GARMONI^ESKIE SLAGAEMYE, T.E. WHODQ]IE (DLQ n = 4) W NABORr�2; fr2j ln rgm�2j=0 ; fr2jgm�1j=0 :wSE OSTALXNYE SLAGAEMYE SOSTAWLQ@T f1. tAK POLU^AETSQ (13.9).uSLOWIQ (13.8) WYPOLNENY AWTOMATI^ESKI.oCENKA (13.10) LEGKO WYWODITSQ IZ (13.9). oCENKA DLQ k�(f1)kL1(V ) O^EWIDNA WWIDU MNOVI-TELQ lnh. nORMA f1 OCENIWAETSQ TAK.dLQ PERWOGO SLAGAEMOGO f1 W (13.9) IMEEM DLQ EGO SOMNOVITELEJkpm�2(�; H)kWm1(I4) < cm; ksm�2(�; h) ln2(�)kWmp (I4h) < cm:pERWOE NERAWENSTWO O^EWIDNO; WTOROE NERAWENSTWO WERNO, POSKOLXKUsm�2(r; h) ln2 r = m�2X2j=0 c2jhm�2�2jr2j ln rtrudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 445I Wmp (I4h)-NORMA KAVDOGO SLAGAEMOGO OGRANI^ENA. pOSLEDNEE USTANAWLIWAETSQ TAK VE, KAK IDLQ WTOROGO SLAGAEMOGO f1 W (13.9), DLQ KOTOROGO IMEEM (PRI p 2 [1; 2) I n = 4)hmpkDmr�2 ln rkLp(I4h) � c1(m; p)hmp 2Zh r(�2�m)p+3 lnp r dr �� c2(m; p)hmp + c3(m; p)h�2p+4j ln3 hj � c4(m; p) :nAKONEC, TRETXE SLAGAEMOE f1 W (13.9), a IMENNO r2m�2 ln r, O^EWIDNO IZ Wm1(I4).pREDLOVENIE 1d DOKAZANO.13.3. sGLAVIWANIE f1. |TO MOVET BYTX PRODELANO TAK VE, KAK I W SLU^AE 1b),(SM. RAZD. 12).sLU^AJ 1d) TEOREMY 2 DOKAZAN.14. slu~aj 2a) teoremy 2: l = m+ 1, p = 1, m = 2m1, n = 4|TOT SLU^AJ NEMEDLENNO SLEDUET IZ REZULXTATOW PREDYDU]EGO RAZD. 13: LEGKO PROWERITX,^TO DLQ FUNKCIJ f1 := f1;H;h, OPREDELENNYH W (13.9), RAWNOMERNO PO h > 0 WYPOLNENOkf1kWm+11 (I4h) = O(1):nAPRIMER, DLQ TOGO VE SLAGAEMOGO cmHmhmr�2 ln r W PREDSTAWLENII (13.9) DLQ f1(r) IMEEM(PRI p = 1 I n = 4)hmkDm+1r�2 ln rkL1(I4h) � c1(m)hm 2Zh r�2�(m+1)+3j ln rj dr �� c2(m)hm + c3(m)hj lnhj � c4(m)hj lnhj ! 0; h! 0:sGLAVIWANIE f1 2 Wm+11 (I4h) DO FUNKCII f 2 Wm+11 (I4) \Wm2 (I4) S SOHRANENIEM PORQDKAWm+11 -NORMY OSU]ESTWLQETSQ, KAK I RANEE.tAK DOKAZYWAETSQ SLU^AJ 2a) TEOREMY 2.15. slu~aj 1S) teoremy 2: l = m, p 2 [1; 3=2), n = 3w SLU^AE NE^ETNOJ RAZMERNOSTI n MY NE MOVEM ISPOLXZOWATX REZULXTATY, POLU^ENNYERANEE DLQ ^ETNOGO n, POSKOLXKU POLIGARMONI^ESKIE FUNKCII IME@T INOJ HARAKTER. nO \TOTSLU^AJ WESXMA PROST SAM PO SEBE.pOLOVIM F (r) := 1r (r �H)m(r� h)m�1(ln r � ln h): (15:1)pREDLOVENIE 1c. fUNKCIQ F DOPUSKAET RAZLOVENIEF (r) = f1(r)� �(f1; r);trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



446 {adrinGDE r2m� = 0; x 2 V ; @k[f1 � �]@rk ���r=h;H = 0; 0 � k � m � 1: (15:2)pRI \TOM f1(r) = r�1(r �H)m(r� h)m�1 ln r;�(f1; r) = r�1(r �H)m(r� h)m�1 lnh; (15:3)I WYPOLNENY OCENKI kf1kWmp (I3h) = Op(1); p 2 [1; 3=2);k�(f1)kL1(V ) = OH(j lnhj)!1; h! 0: (15:4)dOKAZATELXSTWO. wSE SOOTNO[ENIQ O^EWIDNY, KROME OCENOK kf1kWmp (I3h) W (15.4). dOKA-VEM IH SPRAWEDLIWOSTX.pOSKOLXKU W PREDSTAWLENII (15:3) DLQ f1 MNOVITELX (r�H)m OGRANI^EN W Wm1(I3), DOSTA-TO^NO DOKAZATX OGRANI^ENNOSTX PO NORME Wmp (I3h) MNOVITELQr�1(r � h)m�1 ln r = m�1Xj=0 ajhm�1�jrj�1; jaj j < cm:dLQ SLAGAEMYH SUMMY IMEEM (PRI p 2 [1; 3=2), 0 � j � m� 1 I n = 3)h(m�1�j)pkDmrj�1 ln rkpLp(I3h) � c1(m; p)h(m�1�j)p 2Zh r(j�1�m)p+2 lnp r dr �� c2(m; p)h(m�1�j)p + c3(m; p)h�2p+3j lnhj5=2 � c4(m; p):pREDLOVENIE 1c DOKAZANO.oSTAETSQ SGLADITX f1 DO f 2 Wmp (I3) \m2 (I3), I SLU^AJ 1c) TEOREMY 2 DOKAZAN.16. slu~aj 2b) teoremy 2: l = m+ 1, p = 1, n = 5|TOT SLU^AJ TAKVE PROST. pOLOVIMG(r) := (r�H)m(r � h)m�1(r2 + Ar +B):pRI \TOM KO\FFICIENTY A;B PODBEREM TAK, ^TOBY POLINOM G(r) NE SODERVAL MONOMOW r Ir2m. pUSTX G(r) = 2m+1Xi=0 airi:tOGDA IMEEM a2m = A�mH � (m� 1)h = 0;a1 = Hm�1hm�2(A �Hh�B(mh + (m� 1)H)) = 0;trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 447OTKUDA A = Om(H); B = O(h):sLEDOWATELXNO,G(r) = c2m+1r2m+1 + 2m�1Xj=m+1 cj(H; h)rj + mXj=2 cj(H; h)hm�jrj + c1(H; h)hm; jcj(H; h)j< c0m:(16:1)pOLOVIM TEPERX F (r) := 1r3G(r)(lnr � lnh);TAK ^TO @kF (r)@rk ���r=H;h = 0; k = 0; 1; : : : ; m� 1:pREDLOVENIE 2b. fUNKCIQ F DOPUSKAET RAZLOVENIEF (r) = f1(r)� �(f1; r);GDE r2m� = 0; x 2 V ; @k[f1 � �]@rk ���r=h;H = 0; 0 � k � m � 1: (16:2)pRI \TOM f1(r) = r�3G(r) lnr;�(f1; r) = r�3G(r) lnh (16:3)I WYPOLNENY OCENKI kf1kWm+11 (I5h) = O(1);k�(f1)kL1(V ) = OH(lnh)!1; h! 0: (16:4)dOKAZATELXSTWO. pREDSTAWLENIE (16.3) O^EWIDNO.iZ (16.1) POLU^AEM, ^TO r�3G(r) QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ FUNKCIJfr2j�5; r2j�2gmj=1;POLIGARMONI^ESKIH S PORQDKOM j � m, T.E. �(f1) m-GARMONI^NA. kRAEWYE USLOWIQ WYPOLNENYPO OPREDELENI@ F , TAKIM OBRAZOM SOOTNO[ENIQ (16.2) WERNY.dOKAVEM OCENKI (16.4). dLQ L1(V )-NORMY �(f1) OCENKA O^EWIDNA WWIDU MNOVITELQ lnh;USTANOWIM OCENKU DLQ NORMY f1. iZ (16.1), (16.3) NAHODIMf1(r) = Pm(r;H; h)rm�2 ln r + mXj=0dj(H; h)hm�jrj�3 ln r:trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



448 {adrinpERWOE SLAGAEMOE W \TOM PREDSTAWLENII ZAWEDOMO IZ Wm+11 (I5). dLQ SLAGAEMYH SUMMY IMEEM(PRI p = 1, 0 � j � m I n = 3)hm�jkDm+1rj�3 ln rkL1(I5h) � c1(m)hm�j 2Zh rj�3�(m+1)+4j ln rj dr �� c2(m; p)hm�j + c3(m)hj lnhj � c4(m; p):pREDLOVENIE 2b DOKAZANO.oPQTX SGLAVIWAEM f1 DO f 2 Wm+11 (I5) \Wm2 (I5) I SLU^AJ 2b) TEOREMY 2, A WMESTE S NIMI WSQ TEOREMA 2 DOKAZANY.17. slu~aj 3) teoremy 10: l = m� 1, p =1, n = 4|TOT SLU^AJ NE UDALOSX SWESTI K PREDYDU]EJ SHEME DLQ l = m;m+1, W KOTOROJ ISPOLXZOWA-LISX Dm-SPLAJNY |RMITA, INTERPOLIRU@]IE ZNA^ENIQ FUNKCII f I EE ^ESTNYH PROIZWODNYHNa MNOGOOBRAZIQH RAZMERNOSTI n�1. nO ON SWODITSQ K KRATNOJ INTERPOLQCII |RMITA W TO^KAH(NA MNOGOOBRAZIQH RAZMERNOSTI 0).17.1. rEDUKCIQ K KRATNYM Dm-SPLAJNAM. pO TEOREME WLOVENIQ sOBOLEWAm� n=2 > k � 0 ) Wm2 (In)! Ck(In)I, ZNA^IT, W OPREDELENII Dm-SPLAJNA KAK RE[ENIQ WARIACIONNOJ ZADA^IkDmgkL2(In) ! minPRI INTERPOLQCIONNYH OGRANI^ENIQH MY MOVEM ZADAWATX W KA^ESTWE TAKOWYH NE TOLXKO ZNA-^ENIQ g(x) W TO^KAH ti 2 �, NO I ZNA^ENIQ ^ASTNYH PROIZWODNYH D�g(x) DO PORQDKA k WKL@-^ITELXNO.tO^NEE, PRI 0 � k < m� n=2 DLQ MULXTIINDEKSOW � 2Zn+ POLOVIMAk := f� : j�j � kgI POD SETKOJ �A BUDEM PONIMATX SOWOKUPNOSTX PAR�A := (�; A) := f(ti; Ai)gNi=1;GDE � = ftig; ti 2 In; A = fAig; Ai � Ak:tOGDA DLQ L@BOJ f 2Wm2 (In) MY MOVEM OPREDELITX KRATNYJ Dm-SPLAJN sA(f) KAK RE[ENIEZADA^I sA(f) = s(f;m;�A;
) == arg min f kDmgk2 : g 2 Wm2 (
); D�g(ti) = D�f(ti); � 2 Ai; 1 � i � Ng :sU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX sA(f) IZWESTNY IZ OB]EJ TEORII WARIACIONNYH SPLAJNOW.dLQ OBY^NOGO SPLAJNA s(f) IMEEM s(f) = sA(f); A = A0:trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 449sLEDU@]AQ LEMMA POZWOLQET SWESTI ISHODNU@ ZADA^U o B. SH. DISKRETNYH Dm-SPLAJNOW WCm�1(
) K ANALOGI^NOJ ZADA^E O KRATNYH Dm-SPLAJNAH. mY PRIWODIM EE BEZ DOKAZATELXSTWAI TOLXKO DLQ SLU^AQ n = 4.lEMMA 17.1. pUSTX n = 4, m > 2 (= n=2), k� = m � 3 (< m � n=2). pUSTX DALEEe1 = (1; 0; 0; 0) | EDINI^NYJ ORT R4 I DLQ PROIZWOLXNYH ti 2 I4, � > 0�� = ft1 + j�e1gk�j=0; �2 = ftigNi=2; �� = �� [ �2;� = ft1g [�2; A1 = fje1gk�j=0; Ai = f0g:nAKONEC, PUSTX DLQ PROIZWOLXNOJ f 2 Wm2 (I4)s� := s(f;m;��; I4);sA := s(f;m;�A; I4) :=:= arg min( kDmgk2 : g 2 Wm2 (I4); @jg@xj1 = @jf@xj1 jx=t1 ; 0 � j � k� gj�2 = f j�2) :tOGDA ksA � s�kWm2 (I4) ! 0; � ! 0:17.2. nEOGRANI^ENNOSTX KRATNYH Dm-SPLAJNOW W Cm�1. iZ LEMMY 17.1 I LEMMY 5.2SLEDUET, ^TO NA L@BOM [ARE B(a; �) TAKOM, ^TOB(a; 2�) � V := I4 n f��g�<�0 ;IMEET MESTO SHODIMOSTX ksA � s�kCm�1[B(a;�)] ! 0; � ! 0:tAKIM OBRAZOM, DLQ DOKAZATELXSTWA POSLEDNEGO SLU^AQ 3) TEOREMY 10 DOSTATO^NO DOKAZATXNEOGRANI^ENNOSTX sA W Cm�1(In).mY DOKAVEM SLEDU@]EE UTWERVDENIE.tEOREMA 3. pUSTX WYPOLNENO USLOWIE3) l = m� 1; p =1; n = 4:pUSTX, DALEE, k� = m� 3 I ZADANA PROIZWOLXNAQ SETKA�A = fti; AigN1 ; ti 2 �; Ai 2 A; maxi max�2Ai j�j = k�:tOGDA DLQ L@BOJ f 2 Cm�1 \Wm2 (I4) I L@BOGO M > 0 NAJDETSQ [AR B(a; 2�) TAKOJ, ^TOB(a; 2�) � I4 n�; kDm�1sA(f)kL1[B(a;�)] > M: (17:1)dOKAZATELXSTWO. dLQ sA(f) IMEET MESTO PREDSTAWLENIE, ANALOGI^NOE PREDSTAWLENI@(2.1) DLQ s(f), a IMENNO DLQ A = fAig S Ai 2 Ak , k < m� n=2,sA(f; x) = NXi=1 X�2Ai ci�D�G(x� ti) + F (x); (17:2)29 trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



450 {adrinGDE PO-PREVNEMU G(x) = 8><>: jxj2m�n; n = 2n1;jxj2m�n ln jxj; n = 2n1 + 1; (17:3)a FUNKCIQ F (x) = F (x;m;�A;
) POLIGARMONI^NA W In.iZ (17.3) SLEDUET, ^TO PRI j�j = k (I SOGLA[ENII W r1 = Cr)D�G(x) 2 W lp(Rn; loc) , l� n=p < 2m� n � k; (17:4)PRI^EM PRI p =1, l = 2m� n� k W OKRESTNOSTI NULQ jxj < �ess sup jD�G(x)j = 8><>: 1; n = 2n1;O(1); n = 2n1 + 1: (17:5)oPREDELIM NAIHUD[U@ GLADKOSTX D�G. iZ (17:4) WIDNO, ^TO GLADKOSTX G PONIVAETSQ SROSTOM k, NO W OPREDELENII KRATNYH SPLAJNOW MY OGRANI^ENY NERAWENSTWOMk < m� n=2:mAKSIMALXNOE ZNA^ENIE k = k� PRI TAKOM OGRANI^ENII ESTXk� = m� (n=2 + 1); n = 2n1;k� = m� (n+ 1)=2; n = 2n1 � 1;OTKUDA DLQ L@BOGO n 2m� n� k� = m� (n1 � 1) = n � hn� 12 i: (17:6)tAKIM OBRAZOM, IZ (17.2){(17.6) POLU^AEM, ^TO PRI INTERPOLQCII W NEKOTORYH TO^KAH SETKI�A ^ASTNYH PROIZWODNYH f 2Wm2 (In) MAKSIMALXNO WOZMOVNOGO PORQDKA k = k�sA(f) 2 W lp(In; loc) , l � n=p < m� hn� 12 i: (17:7)w INTERESU@]EM NAS SLU^AE n = 4, l = m� 1 PRI k� = m� 3 IMEEMsA(f) 2 Wm�1p (I4; loc) , m� 1� n=p < m� 1:s U^ETOM (17:5) OTS@DA ZAKL@^AEM, ^TO PRI p = 1 ESLI W PARE (ti; Ai) 2 �A MNOVESTWO AiSODERVIT � S j�j = k� = m� 3, TOkDm�1sA(f)kL1[B(ti;�)] =1 8� > 0:tEPERX DLQ L@BYH M; � > 0 NAJDETSQ TO^KA a 2 B(ti; 3�) TAKAQ, ^TO DLQ NEKOTOROGO MULXTIIN-DEKSA �, j�j = m� 1, jD�sA(f; a)j > M;^TO DAET OCENKU NORMY W (17:1).eSLI VE 3� < h(�) := inf jti � tj j, TO B(a; 2�) \� = ?, T.E. PERWOE TREBOWANIE NA B W (17:1)TAKVE UDOWLETWORENO. tEOREMA 3 DOKAZANA.trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219



o probleme de bora 45118. kommentarii18.1. wOZMOVNOSTX POLNOGO RE[ENIQ. kAK UVE OTME^ALOSX W RAZD. 4, DLQ DOKAZATELX-STWA GIPOTEZY 1, A IMENNO ^TO PRI n � 2s�(f;m)! f BEZUSL. W W lp(In) , (l; p) = (m; 2);DOSTATO^NO POSTROITX PRIMERY RASHODIMOSTI DISKRETNYH Dm-SPLAJNOW LI[X W TREH SLU^AQHi) l = m; p 2 [1; 2); m = 2m1; n = 2;ii) l = m+ 1; p = 1; n = 2;iii) l = m� 1; p =1; n = 2: (18:1)kAK MY POKAZALI, \TA ZADA^A SWODITSQ K PODOBNOJ VE DLQ Dm-SPLAJNOW |RMITA, QWLQ@]IH-SQ NE ^EM INYM, KAK RE[ENIEM OB]EJ ZADA^I dIRIHLE DLQ POLIGARMONI^ESKOGO OPERATORa WNEKOTOROJ OBLASTI 
 S GRANICEJ �:r2m� = 0; x 2 
 n�; ����� = f ����:pUSTX T = Tl;p(
) : W lp(
)! W lp(
); T (f) = �(f);| OPERATOR POLIGARMONI^ESKOGO PRODOLVENIQ GRANI^NYH ZNA^ENIJ f 2 W lp(
) NA WS@ OBLASTX.tOGDA DLQ DOKAZATELXSTWA GIPOTEZY 1 DOSTATO^NO POKAZATX, ^TOsup
 kTl;p(
)k =1; (l; p) 6= (m; 2); n � 2:zA WY^ETOM NEKOTORYH PAR (l; p) MY DOKAZALI \TO, RASSMOTREW SAMYE PROSTEJ[IE OBLASTI:1) DLQ l = m;m+ 1 | KOLXCO,2) DLQ l = m� 1 | PO SUTI [AR S WYKOLOTYM CENTROM.wESXMA PRAWDOPODOBNO, ^TO ^UTX BOLEE \KZOTI^NYE OBLASTI (NAPRIMER, KRUG S WYKOLOTYMOTREZKOM) UVE DADUT KONTRPRIMERY DLQ TREBUEMYH SLU^AEW (18:1).18.2. oBOB]ENIE ZADA^I. mOVNO POSTAWITX BOLEE OB]IJ WOPROS O NEOBHODIMYH I DO-STATO^NYH USLOWIQH, PRI KOTORYHs�(f)! f BEZUSL. W W kq (
); f 2 W lp(
): (18:2)pO POLU^ENNYM REZULXTATaM SLEDUET OVIDATX, ^TO (18:2) IMEET MESTO TOGDA I TOLXKO TOGDA,KOGDA ODNOWREMENNO WYPOLNENY WLOVENIQW lp(
)! Wm2 (
)! W kq (
): (18:3)nA[I REZULXTATY POZWOLQ@T TAKVE PREDPOLOVITX, ^TO1) ESLI NE WYPOLNENO PERWOE WLOVENIE W (18:3), TO NAJDETSQ PRIMER, W KOTOROM s�(f) RAS-HODQTSQ UVE W L1(
);2) ESLI VE PRI PERWOM WLOVENII OTSUTSTWUET WTOROE, TO NAJDETSQ PRIMER, W KOTOROM s�(f)BUDUT RASHODITXSQ NE TOLXKO W W kq (
), No I W L@BOM DRUGOM PROSTRANSTWE W k0q0 (
), NE SODER-VA]EM Wm2 (
).trudy matemati~eskogo instituta im. w.a. steklowa, 1997, T. 219 29*
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